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  4فصل 

  :انتگرال چندگانه

  :انتگرال دوگانه -1

2RDفرض كنيم  : تعريف  كران دار باشد، براي D روي f  يك ناحيه ي بسته و كران دار باشد و ⊇

   يك مستطيل استDسادگي فرض كنيم كه

                                                                [ ] [ ]dcbaD ,, ×=   

] براي 2Ρ و 1Ρ حاصلضرب افرازهاي  برابرD برايΡيك افراز مانند  ]ba ] و , ]dc   .  است,
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  .را به صورت زير تعريف مي كنيم D روي f انتگرال بالايي

),(اگر نقطه دلخواه  ∗∗
jiji yx را در هر jiR انتخاب كنيم، آنگاه مي توانيم هر قسمت از رويه را كه 

   قرار دارد به صورت مكعب مستطيل هاي باريكي در نظر بگيريم مطابق شكلjiRبالاي
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),(كه در آن  fpSمجموع حجم مكعب مستطيل ها مي باشد  .  
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 D  روي fموجود و متناهي باشد آن مقدار حد را انتگرال دوگانه   

∫∫ناميده و به       
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dAyxf   .      نشان مي دهيم),(
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   مشابهاً به صورت زير تعريف مي شودDروي  fو انتگرال پاييني 

..),(lim ∫∫=
→

D
P

dAffpV
0

 



 ٣

                           *                       ..),(lim ∫∫=
→

D
P

dAffpL
0

  

 D روي f مي ناميم و انتگرال  انتگرال پذيرD را روي fاگر                                    آن گاه :تعريف

   ي دهيمرت هاي زير نشان مبه صو

                                                                ∫∫∫∫ =
DD

dxdyfdAf ...  

nRDاگر    ، آنگاهاشد بعدي بn يك جعبه ⊇

                                                      [ ] [ ] [ ]nn bababaD ,...,, ×××= 2211  

  رت  مشابه فوق تعريف مي شود، و به صوD روي f كران دار باشد آن گاه انتگرال  D روي fو 
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  .نشان داده مي شود

3RDاگر    آن گاه                                          ⊇
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ل   انتگـرا D  روي  f پيوسته باشـد آن گـاه   nR درD روي ناحيه ي بسته و كران دار         f اگر تابع  :قضيه

  . پذير است

 پيوسته باشد لذا نيازي به بررسي انتگرال پذيري نمي fبنابراين در اين درس همواره فرض بر اين است كه         

  . باشد فقط روشهاي محاسبه ي انتگرال مورد نظر مي باشد

                                                                                                خواص انتگرال چندگانه
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kDDDDاگر  ) 5 ∪∪∪= ∩=φ به طوري كه     21... ji DD)          مي توانند مـرز مـشترك داشـته باشـند (
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  : گانه به صورت زير استnبراي انتگرال هاي ) كاربردي(تعبير كلي )  7

∫ باشد آن گاه Dجسم مشخص كننده ي چگالي ماده اي در هر نقطه از fاگر تابع 
D

dxf  مشخص .

  .  استDكننده ي كل ماده ي موجود در جسم

8                  (                             .                            ∫∫ ≤
DD

dxfdxf .  

nRD روي ناحيه ي بسته و كران دار      fاگر)  9 Dx پيوسته باشد آن گـاه نقطـه ي   ⊇  وجـود دارد بـه   0∋

.)()(                     :                    طوري كه  Dxfdxf
D

µ0=∫.     

 برابر است با                             D رويfميانگين تابع)   10
)(

.

D
D

dxf

µ

∫
.    

  :روش هاي محاسبه ي انتگرال هاي چندگانه 
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1- D                                               يك مستطيل است [ ] [ ]dcbaD ,, ×=   
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  D يك ناحيه ي دلخواه باشد آن گاه مي توانD  اگر -4

  را به صورت اجتماع تعدادي متناهي از ناحيه ي اول و دوم و

   را با توجه به قضايا بهDسوم نوشت و سپس انتگرال روي 

  .ي ناحيه هاي فوق نوشت روصورت مجموع انتگرال ها

  . در عمل برا ي اين حالت از روش تغيير متغير يا روش هاي ديگر استفاده خواهيم كرد

∫∫ مطلوبست محاسبه : مثال 
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  .ناحيه ي متقارن است، بنابراين انتگرال صفر است
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  تكنيك هاي محاسبه ي انتگرال 

   . تعويض ترتيب انتگرال گيري:الف

  . روش تغيير متغير:ب

  : روش تعويض ترتيب انتگرال گيري:الف

 حداقل نسبت به fمحاسبه انتگرال  پيوسته و D روي f تابع اين روش در صورتي استفاده مي شود كه

براي محاسبه ي انتگرال و تعيين ترتيب انتگرال حتماً بايد ناحيه ي انتگرال گيري . يكي از متغيرها ساده باشد

  :رسم شود و حدود جديد با توجه به شكل تعيين شود اين روند در مثال توضيح داده مي شود

∫          انتگرال:  مثال ∫
1

0

1
2

y

x dydxe     را محاسبه كنيد.  

 سـاذه        نمـي       x انتگرال بگيريم، اما انتگرال نسبت بـه         xبا توجه به فرم انتگرال ابتدا بايد نسبت به          : حل

 مي باشد لذا روش تعويض ترتيب انتگرال گيـري را بـه كـار        ساده yباشد ولي محاسبه ي انتگرال نسبت به        

  .مي بريم
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در ايـن روش  (تعيين حدود جديد حتماً بايد از روي شكل باشد از روي انتگـرال نمـي تـوان تعـويض كـرد           

  )حالت دوم به سوم تبديل مي شود و بالعكس
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  : از روش تغيير متغير به دو منظور استفاده مي شود:روش تغيير متغير: ب

  . براي محاسبه ي انتگرالfساده كردن فرمول تابع -1

  .ساده ناحيه ي انتگرال گيري -2

  .در برخي مسائل هر دو هدف مورد نظر است

  .قضيه تغيير متغير براي توابع يك متغيره به صورت زير است

] اگر ) :تغيير متغير در انتگرال معين(قضيه  ] [ ]badcx ,,:  يك تابع يك به يك و پوشا به طوري →

] در هر نقطه از ′xكه  ]dc     موجود و پيوسته باشد، آنگاه,

                                                               .)()( ∫∫ =
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∫انتگرال : مثال
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dxxexرا محاسبه كنيد  .  

  

uxبه صورت                                                              تعريف مي كنيم: حل = .   

dxxud                                       داريم          2=.    
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−=== ∫∫ eeudedxxe uux  

  .  متغير در انتگرالهاي دوگانه و سه گانه نياز به مفاهيم و تعاريف زير داريمبراي بيان قضيه تغيير

  .   باشندnR عبارت است از تابعي كه دامنه و برد آن هر دو زير مجموعهnRتبديل روي  يك: تعريف

  . استnR  نيز يك تبديل روي T−1 معكوس آن يعني ابعنگاه ت يك تبديل يك به يك باشد آTاگر 

[ ] [ ]2020 ,,: →x
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   به صورت 2R تبديل تعريف شده روي Tفرض كنيد : مثال

                                                    ),(),( vuvuvuT 2
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   به چه منحني هايي در ′D كنيم مرزهاي  كافي است مشخصSبراي به دست آوردن تصوير : حل

  . منتقل مي شودxyصفحه ي 
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